
Réduction : que les théorèmes

E est un K espace vectoriel.

Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une matrice

• Si F stable par f, alors fF induit un endomorphisme de F et réciproquement.

• Une droite stable par f est une droite engendrée par un vecteur propre de f.

• Si E = F⊕G et si B est une base de E adaptée à cette décomposition, F est stable par f ⇔ MatB(f) =

(

A C

0 B

)

.

Théorème. Soit (f, g) ∈ (L (E))2. Si f ◦ g = g ◦ f, alors Im(f), Ker(f) et plus généralement tous les Ker (f − λIdE),
λ ∈ K, sont stables par g.

Sommes de plusieurs sous-espaces, sommes directes

Théorème.

p∑

k=1

Fk est un sous-espace vectoriel de (E,+, .).

Théorème. 1) La somme

p∑

k=1

Fk est directe ⇔ ∀i ∈ J1, pK, Fi ∩
∑

j6=i

Fj = {0}.

2) La somme

p∑

k=1

Fk est directe ⇔ ∀i ∈ J2, pK, Fi ∩
∑

j<i

Fj = {0}.

Théorème. On suppose de plus que dim(E) < +∞.

1) dim





⊕

16i6p

Fi



 =

p∑

i=1

dim (Fi)

2) dim

(

p∑

i=1

Fi

)

6

p∑

i=1

dim (Fi) avec égalité si et seulement si la somme

p∑

i=1

Fi est directe.

3) E =
⊕

16i6p

Fi ⇔ dim(E) =

p∑

i=1

dim (Fi).

Théorème. Pour i ∈ J1, pK, soit Bi = (e1,i, e2,i, . . . , eni,i) une base de Fi puis
B =

(

e1,1, e2,1, . . . , en1,1, e1,2, e2,2, . . . , en2,2, . . . , e1,p, e2,p, . . . , enp,p

)

.

Alors, E =
⊕

16i6p

Fi ⇔ B est une base de E.

Théorème. Soient F1, . . . , Fp, p sous-espaces supplémentaires d’un K-espace vectoriel E. Soit (f, g) ∈ L (E). Alors

1) f = 0 ⇔ ∀i ∈ J1, pK, f/Fi
= 0.

2) f = g ⇔ ∀i ∈ J1, pK, f/Fi
= g/Fi

.

Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres

Théorème. Un endomorphisme d’un C-espace de dimension finie non nulle n a au au moins une valeur propre. Une
matrice carrée a au moins une valeur propre dans C.

Théorème. Un endomorphisme d’un espace de dimension finie n a au plus n valeurs propres. Une matrice carrée de
format n a au plus n valeurs propres.

• 0 ∈ Sp(f) ⇔ ∃x 6= 0/ f(x) = 0 ⇔ Ker(f) 6= {0} ⇔ f non injectif (non bijectif si de plus 1 6 dim(E) < +∞).
λ ∈ Sp(f) ⇔ ∃x 6= 0/ f(x) = λx ⇔ Ker(f − λId) 6= {0} ⇔ f− λId non injectif (non bijectif si de plus 1 6 dim(E) < +∞).
0 ∈ Sp(A) ⇔ ∃X 6= 0/ AX = 0 ⇔ Ker(A) 6= {0} ⇔ A /∈ GLn(K).
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λ ∈ Sp(A) ⇔ ∃X 6= 0/ AX = λX ⇔ Ker (A− λIn) 6= {0} ⇔ A − λIn /∈ GLn(K).
• Si f(x) = λx. Alors, ∀k ∈ N, fk(x) = λkx. Si AX = λX. Alors, ∀k ∈ N, AkX = λkX.

Théorème. Une famille de vecteurs propres associés à des valeurs propres deux à deux distinctes est libre.

Théorème. Eλ(f) = Ker (f − λIdE) est un sous-espace de E.
Eλ(A) = Ker (A− λIn) est un sous-espace de Mn,1(K).

Théorème. Une somme d’un nombre fini de sous-espaces propres associés à des valeurs propres deux à deux distinctes
est directe.

Endomorphismes ou matrices diagonalisables

Théorème. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f un endomorphisme de E.
f est diagonalisable si et seulement si E est somme directe des sous-espaces propres de f.

Théorème. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle puis f un endomorphisme de E. Soient λ1,
. . . , λp, les éventuelles valeurs propres deux à deux distinctes de f. Pour i ∈ J1, pK, on pose ni = dim (Eλi

).

Alors, f est diagonalisable si et seulement si

p∑

i=1

ni = n.

Théorème. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle puis f ∈ L (E).

Si f a n valeurs propres deux à deux distinctes, alors f est diagonalisable. De plus, dans ce cas, les sous-espaces
propres sont des droites vectorielles.

Polynôme caractéristique

Théorème. Si A = diag (λ1, . . . , λn), alors χA = (X− λ1) . . . (X− λn).

Théorème. Soient A ∈ Mn(K) et λ ∈ K.

λ ∈ Sp(A) ⇔ χA(λ) = 0.

Théorème. Soit A ∈ Mn(K). deg (χA) = n et dom (χA) = 1 (χA est unitaire de degré n).

Théorème. Soit A ∈ Mn(K). A admet au plus n valeurs propres (en tenant compte de l’ordre de multiplicité).

Si de plus K = C ou si K = R et si χA est scindé sur K, alors A admet exactement n valeurs propres (en tenant
compte de l’ordre de multiplicité).

Théorème. Soit A ∈ Mn(K). χA = Xn − (Tr(A))Xn−1 + . . . + (−1)ndet(A).

En particulier, pour A ∈ M2(K), χA = X2 − (Tr(A))X+ det(A).

Théorème. Soit A ∈ Mn(C). Soit (λ1, . . . , λn) la famille des valeurs propres de A.

χA = Xn − σ1X
n−1 + . . .+ (−1)kσkX

n−k + . . .+ (−1)ndet(A)σn.

où σ1 =

n∑

k=1

λk, σn =

n∏

k=1

λk et plus généralement, pour k ∈ J1, nK, σk =
∑

16i1<i2<...<ik6n

λi1 . . . λik .

En particulier,

Tr(A) = λ1 + . . .+ λn et det(A) = λ1 × . . .× λn.

Théorème. ∀A ∈ Mn(K), χtA = χA.

∀(A,B) ∈ (Mn(K))
2
, χAB = χBA.

Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique.

Diagonalisation
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Théorème. On note o(λ) l’ordre de multiplicité d’une valeur propre λ.

• Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Soit λ une (éventuelle) valeur propre
de f. Alors, 1 6 dim (Eλ(f)) 6 o(λ).

• Soit A ∈ Mn(K). Soit λ une (éventuelle) valeur propre de A. Alors, 1 6 dim (Eλ(A)) 6 o(λ).

Théorème. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Soit λ une (éventuelle)
valeur propre simple de f. Alors, dim (Eλ(f)) = 1.

Soit A ∈ Mn(K). Soit λ une (éventuelle) valeur propre simple de A. Alors, dim (Eλ(A)) = 1.

Ainsi, le sous-espace propre associé à une valeur propre simple est toujours une droite vectorielle.

Théorème. (Une condition nécessaire et suffisante de diagonalisablité)

• Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle.
f est diagonalisable si et seulement si χf est scindé sur K et l’ordre de multiplicité de chaque valeur propre est égal à
la dimension du sous-espace propre correspondant.

• Soit A ∈ Mn(K).
A est diagonalisable si et seulement si χA est scindé sur K et l’ordre de multiplicité de chaque valeur propre est égal
à la dimension du sous-espace propre correspondant.

Théorème. (une condition suffisante de diagonalisablité)

• Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle. Si f a n valeurs propres simples,
alors f est diagonalisable. De plus, les sous-espaces propres de f sont des droites vectorielles.

• Soit A ∈ Mn(K). Si A a n valeurs propres simples, alors A est diagonalisable. De plus, les sous-espaces propres de
A sont des droites vectorielles.

Endomorphismes ou matrices trigonalisables

Théorème. Si T =













λ1 × . . . ×

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . ×

0 . . . 0 λn













, alors χT = (X− λ1) . . . (X− λn).

Théorème. (une condition nécessaire et suffisante de trigonalisablité)

• Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle. f est trigonalisable si et seulement
si χf est scindé sur K.

• Soit A ∈ Mn(K). A est trigonalisable si et seulement si χA est scindé sur K.

En particulier,

• Tout endomorphisme d’un C-espace de dimension finie non nulle est trigonalisable.

• Toute matrice à coefficients dans C est trigonalisable.

Quand on a triangulé et donc écrit A sous la forme A = PTP−1, on retrouve sur la diagonale de T la famille des valeurs
propres de A.

Théorème. Soit A ∈ Mn(C). Si Sp(A) = (λ1, . . . , λn), alors

∀k ∈ N
∗, Sp

(

Ak
)

=
(

λk1 , . . . , λ
k
n

)

.

Soit A ∈ GLn(C). Si Sp(A) = (λ1, . . . , λn), alors

∀k ∈ Z, Sp
(

Ak
)

=
(

λk1 , . . . , λ
k
n

)

.
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Théorème. Soit A ∈ Mn(C). Si Sp(A) = (λ1, . . . , λn), alors

∀k ∈ N
∗, Tr

(

Ak
)

= λk1 + . . .+ λkn.

Soit A ∈ GLn(C). Si Sp(A) = (λ1, . . . , λn), alors

∀k ∈ Z, Tr
(

Ak
)

= λk1 + . . .+ λkn.

Polynômes d’endomorphismes, polynômes de matrices

L’algèbre des polynômes en f (ou en A)

Théorème.

• Soit E un K-espace vectoriel puis f ∈ L (E).
∀(P,Q) ∈ (K[X])2, (P +Q)(f) = P(f) +Q(f) ;
∀P ∈ K[X], ∀λ ∈ K, (λP)(f) = λP(f) ;
∀(P,Q) ∈ (K[X])2, (P ×Q)(f) = P(f) ◦Q(f).

• Soit A ∈ Mn(K).
∀(P,Q) ∈ (K[X])2, (P +Q)(A) = P(A) +Q(A) ;
∀P ∈ K[X], ∀λ ∈ K, (λP)(A) = λP(A) ;
∀(P,Q) ∈ (K[X])2, (P ×Q)(A) = P(A)×Q(A).

Par exemple, si P = (X− 1)2(X+ 2) + 3X − 1, alors P(f) = (f− IdE)
2
◦ (f+ 2IdE) + 3f − IdE.

Théorème.

• Soit f ∈ L (E). K[f] est une sous-algèbre commutative de l’algèbre (L (E),+, ., ◦). De plus, l’application
ϕf : K[X] → L (E)

P 7→ P(f)
est un morphisme d’algèbres.

• Soit A ∈ Mn(K). K[A] est une sous-algèbre commutative de l’algèbre (Mn(K),+, .,×). De plus, l’application
ϕA : K[X] → Mn(K)

P 7→ P(A)

est un morphisme d’algèbres.

Théorème. Deux polynômes en f commutent.

Commutant d’un endomorphisme ou d’une matrice

Théorème.

• Soit E un K-espace vectoriel puis f ∈ L (E). C(f) est une sous-algèbre de l’algèbre (L (E),+, ., ◦).

• Soit A ∈ Mn(K). C(A) est une sous-algèbre de l’algèbre (Mn(K),+, .,×).

Théorème.

• Soit E un K-espace vectoriel puis f ∈ L (E). K[f] est une sous-algèbre commutative de l’algèbre (C(f),+, ., ◦).

• Soit A ∈ Mn(K). K[A] est une sous-algèbre commutative de l’algèbre (C(A),+, .,×).

Polynômes annulateurs d’un endomorphisme (ou d’une matrice)

Théorème.

• Soient E un K-espace vectoriel puis f ∈ L (E). L’ensemble des polynômes P ∈ K[X] tels que P(f) = 0 est un idéal de
l’anneau (K[X],+,×).

• Soit A ∈ Mn(K). L’ensemble des polynômes P ∈ K[X] tels que P(A) = 0 est un idéal de l’anneau (K[X],+,×).

Polynôme minimal d’un endomorphisme (ou d’une matrice)

Théorème.

• Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie puis f ∈ L (E). Il existe au moins un polynôme non nul P tel que
P(f) = 0.

• Soit A ∈ Mn(K). Il existe au moins un polynôme non nul P tel que P(A) = 0.
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Théorème.

• Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie puis f ∈ L (E). Il existe un polynôme unitaire P0 et un seul tel que

Ker (ϕf) = P0 ×K[X].

• Soit A ∈ Mn(K). Il existe un polynôme unitaire P0 et un seul tel que

Ker (ϕA) = P0 ×K[X].

Polynôme minimal et polynôme caractéristique d’un endomorphisme induit

Théorème.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie puis f ∈ L (E). Soient F un sous-espace vectoriel de E stable par f

puis fF l’endomorphisme de F induit par f. Alors

• χfF divise χf ;
• µfF divise µf.

Le théorème de Cayley-Hamilton

Théorème. (théorème de Cayley-Hamilton)

• Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f ∈ L (E). Alors χf(f) = 0.

• Soit A ∈ Mn(K). Alors χA(A) = 0.

ou aussi

• Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f ∈ L (E). Alors µf divise χf.

• Soit A ∈ Mn(K). Alors µA divise χA.

Polynômes annulateurs et valeurs propres

Théorème.

• Soient E un K-espace vectoriel puis f ∈ L (E). Soient x ∈ E et λ ∈ K tels que f(x) = λx. Alors, pour tout P ∈ K[X],
P(f)(x) = P(λ)x.

• Soit A ∈ Mn(K). Soient X ∈ Mn(K) et λ ∈ K tels que AX = λX. Alors, pour tout P ∈ K[X], P(A)X = P(λ)X.

Théorème.

• Soient E un K-espace vectoriel puis f ∈ L (E). Soit P ∈ K[X] un polynôme annulateur de f. Alors, pour toute valeur
propre λ de f, on a P(λ) = 0.

• Soit A ∈ Mn(K). Soit P ∈ K[X] un polynôme annulateur de A. Alors, pour toute valeur propre λ de A, on a P(λ) = 0.

On retiendra

les valeurs propres d’un endomorphisme ou d’une matrice sont à choisir parmi les racines d’un polynôme
annulateur.
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Théorème.

• Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f ∈ L (E). On suppose que χf est scindé sur K et
s’écrit donc

χf =

p∏

i=1

(X− λi)
αi

où les λi sont les valeurs propres deux à deux distinctes de f et les αi sont des entiers naturels non nuls. Alors µf

s’écrit

µf =

p∏

i=1

(X− λi)
βi

où pour tout i ∈ J1, pK, 1 6 βi 6 αi.

• Soit A ∈ Mn(K). On suppose que χA est scindé sur K et s’écrit donc

χA =

p∏

i=1

(X− λi)
αi

où les λi sont les valeurs propres deux à deux distinctes de A et les αi sont des entiers naturels non nuls. Alors µA

s’écrit

µA =

p∏

i=1

(X− λi)
βi

où pour tout i ∈ J1, pK, 1 6 βi 6 αi.

Le théorème de décomposition des noyaux

Théorème.

• Soient E un K-espace vectoriel puis f ∈ L (E). Soient P et Q deux polynômes premiers entre eux.

Ker ((P ×Q)(f)) = Ker(P(f)) ⊕ Ker(Q(f)).

• Soit A ∈ Mn(K). Soient P et Q deux polynômes premiers entre eux.

Ker ((P ×Q)(A)) = Ker(P(A))⊕ Ker(Q(A)).

Plus généralement,

• Soient E un K-espace vectoriel puis f ∈ L (E). Soient P1, . . . ,Pk des polynômes deux à deux premiers entre eux.

Ker ((P1 × . . .× Pk)(f)) = Ker (P1(f))⊕ . . .⊕ Ker(Pk(f)).

• Soit A ∈ Mn(K). Soient P1, . . . ,Pk des polynômes deux à deux premiers entre eux.

Ker ((P1 × . . .× Pk)(A)) = Ker (P1(A)) ⊕ . . .⊕ Ker(Pk(A)).

Théorème.

• Soient E un K-espace vectoriel puis f ∈ L (E). Soient P1, . . . ,Pk des polynômes deux à deux premiers entre eux
puis P = P1 × . . .× Pk. On suppose de plus que P est annulateur de f.

E = Ker (P1(f))⊕ . . .⊕ Ker(Pk(f)).

• Soit A ∈ Mn(K). Soient P1, . . . ,Pk des polynômes deux à deux premiers entre eux puis P = P1 × . . .× Pk. On
suppose de plus que P est annulateur de A.

Mn,1(K) = Ker (P1(A))⊕ . . .⊕ Ker(Pk(A)).
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Une caractérisation de la diagonalisabilité

Théorème.

• Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f ∈ L (E).
f est diagonalisable si et seulement si il existe un polynôme P non nul, scindé sur K à racines simples tel que P(f) = 0.

• Soit A ∈ Mn(K).
A est diagonalisable si et seulement si il existe un polynôme P non nul, scindé sur K à racines simples tel que P(A) = 0.

ou aussi

• Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f ∈ L (E).
f est diagonalisable si et seulement si µf est scindé sur K à racines simples.

• Soit A ∈ Mn(K).
A est diagonalisable si et seulement si il existe µA est scindé sur K à racines simples.

On résume les différentes conditions nécessaires et suffisantes ou simplement suffisantes de diagonalisabilité ou de tri-
gonalisabilité pour un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Dans ce qui suit, n est la
dimension de E, les αi sont les ordres de multiplicité des valeurs propres et les ni sont les dimensions des sous-espaces
propres associés.

f est diagonalisable ⇔ il existe une base B de E constituée de vecteurs propres de f
⇔ il existe une base de E telle que MatB(f) est diagonale
⇔ E est somme directe des sous-espaces propres de f

⇔ n =

p∑

i=1

ni

⇔ χf est scindé sur K et ∀i ∈ J1, pK, ni = αi.
⇔ il existe un polynôme P non nul, scindé sur K, à racines simples tel que P(f) = 0

⇔ µf est scindé sur K à racines simples
⇐ f a n valeurs propres simples ou encore χf est scindé sur K à racines simples

D’autre part,

f est trigonalisable ⇔ χf est scindé sur K.
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