Réduction : que les théorémes

E est un K espace vectoriel.
Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une matrice
e Si F stable par f, alors fr induit un endomorphisme de F et réciproquement.

e Une droite stable par f est une droite engendrée par un vecteur propre de f.

e SiE=F® G et si Z est une base de E adaptée a cette décomposition, F est stable par f & Matg(f) = < lg }(3: )

THEOREME. Soit (f,g) € (Z(E))%. Si fog = gof, alors Im(f), Ker(f) et plus généralement tous les Ker (f — Aldg),
A € K, sont stables par g.

Sommes de plusieurs sous-espaces, sommes directes

P
THEOREME. Z Fi est un sous-espace vectoriel de (E,+,.).
k=1

P
THEOREME. 1) La somme Z Fy est directe & Vi € [1,p], FiN Z F; ={0}.
k=T A

P
2) La somme Z Fi est directe & Vi € [2,p], Fi N Z F; = {0}.
k=1 j<i

THEOREME. On suppose de plus que dim(E) < +oo0.

1) dim @ Fi :idim(Fi)
i

1<i<p

p P P
2) dim <Z Fi> < Z dim (F;) avec égalité si et seulement si la somme Z F;i est directe.
i=1 i=1

i=1

P
3)E= P Fiedim(E) =) dim(F).
i=1

1<i<p
THEOREME. Pour i € [1,p], soit i = (e1,i,€2,i,-..,€n,,i) une base de F; puis
B = (61,1,62,1,...,en],he],z,ezyz,...,enz,z,...,ehp,ez,p,...,enp,p).

Alors, E = @ Fi & % est une base de E.

1<i<p

THEOREME. Soient Fy, ..., F,, p sous-espaces supplémentaires d'un K-espace vectoriel E. Soit (f, g) € -Z(E). Alors

1) f=0&Vie H],pﬂ, f‘/]:i =0.
2) f=g&Vvie[l,p], f/r = 9/F-

Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres

THEOREME. Un endomorphisme d’un C-espace de dimension finie non nulle n a au au moins une valeur propre. Une
matrice carrée a au moins une valeur propre dans C.

THEOREME. Un endomorphisme d’un espace de dimension finie n a au plus n valeurs propres. Une matrice carrée de
format n a au plus n valeurs propres.

e 0 €Sp(f) & Ix#£0/ f(x) =0 & Ker(f) # {0} & f non injectif (non bijectif si de plus T < dim(E) < +00).
A€ Sp(f) & Ix £0/ f(x) =Ax & Ker(f — Ald) # {0} & f — Ald non injectif (non bijectif si de plus 1 < dim(E) < 400).
0e€Sp(A) & IX A0/ AX=0& Ker(A) {0} & A ¢ GL, (K).
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A€ Sp(A) & IX#0/ AX =AX & Ker (A —ALy) {0} & A — AL, ¢ GL, (K).
o Si f(x) = Ax. Alors, Vk € N, f*(x) = A*x. Si AX = AX. Alors, Vk € N, AKX = AkX.

‘ THEOREME. Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux distinctes est libre.

THEOREME. Ej(f) = Ker (f — Aldg) est un sous-espace de E.
Exr(A) = Ker (A —Al,) est un sous-espace de 44, 1(K).

THEOREME. Une somme d’un nombre fini de sous-espaces propres associés a des valeurs propres deux a deux distinctes
est directe.

Endomorphismes ou matrices diagonalisables

THEOREME. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f un endomorphisme de E.
f est diagonalisable si et seulement si E est somme directe des sous-espaces propres de f.

THEOREME. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle puis f un endomorphisme de E. Soient A7,
..., Ap, les éventuelles valeurs propres deux a deux distinctes de f. Pour i € [1,p], on pose ny = dim (Ej,, ).

P
Alors, f est diagonalisable si et seulement si Z ny =n.

i=1

THEOREME. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle puis f € .Z(E).

Si f a n valeurs propres deux a deux distinctes, alors f est diagonalisable. De plus, dans ce cas, les sous-espaces
propres sont des droites vectorielles.

Polynéme caractéristique

\ THEOREME. Si A = diag (A1, ..., An), alors xa = (X —A1)... (X —An).

THEOREME. Soient A € #»(K) et A € K.

A€ Sp(A) & xalA) =0.

THEOREME. Soit A € #(K). deg (xa) =1 et dom (xa) =1 (xa est unitaire de degré n). ‘

THEOREME. Soit A € .#»(K). A admet au plus n valeurs propres (en tenant compte de l'ordre de multiplicité).

Si de plus K = C ou si K = R et si xa est scindé sur K, alors A admet exactement n valeurs propres (en tenant
compte de lordre de multiplicité).

THEOREME. Soit A € #n(K). xa = X" — (Tr(A)) X" + ... + (=1)"det(A).
En particulier, pour A € .#>(K), xa = X? — (Tr(A)) X + det(A).

THEOREME. Soit A € .#,(C). Soit (A1,...,An) la famille des valeurs propres de A.

XA = X" — o XM 4 (D)o X R L+ (=) det(A) o,

n n
ol 07 = Z Ak, On = H A et plus généralement, pour k € [1,n], oy = Z ALy oe A

k=1 k=1 T<ii<iz<...<ixsn

En particulier,

Tr(A) =A1+...+ A et det(A) = A1 X ... X Ay

THEOREME. VA € #»(K), XtA = XAa-
V(A,B) € (#n(K))*, XxAB = XBA-

Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique.

Diagonalisation
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THEOREME. On note o(A) l'ordre de multiplicité d’une valeur propre A.

e Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Soit A une (éventuelle) valeur propre
de f. Alors, 1T < dim (Ex(f)) < o(A).

e Soit A € #(K). Soit A une (éventuelle) valeur propre de A. Alors, 1 < dim (Ex(A)) < o(A).

THEOREME. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Soit A une (éventuelle)
valeur propre simple de f. Alors, dim (E5(f)) = 1.

Soit A € 41 (K). Soit A une (éventuelle) valeur propre simple de A. Alors, dim (Ex(A)) = 1.

Ainsi, le sous-espace propre associé & une valeur propre simple est toujours une droite vectorielle.

THEOREME. (Une condition nécessaire et suffisante de diagonalisablité)

e Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle.
f est diagonalisable si et seulement si x¢ est scindé sur K et ’ordre de multiplicité de chaque valeur propre est égal &
la dimension du sous-espace propre correspondant.

e Soit A € ., (K).
A est diagonalisable si et seulement si xa est scindé sur K et ordre de multiplicité de chaque valeur propre est égal
a la dimension du sous-espace propre correspondant.

THEOREME. (une condition suffisante de diagonalisablité)

e Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle. Si f a n valeurs propres simples,
alors f est diagonalisable. De plus, les sous-espaces propres de f sont des droites vectorielles.

e Soit A € .#,(K). Si A a n valeurs propres simples, alors A est diagonalisable. De plus, les sous-espaces propres de
A sont des droites vectorielles.

Endomorphismes ou matrices trigonalisables

A] X X

B . 0o .o
THEOREME. Si T = yalors x1 = (X— A1) ... (X —An).

o Tl X

0 ... 0 M

THEOREME. (une condition nécessaire et suffisante de trigonalisablité)

e Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle. f est trigonalisable si et seulement
si xr est scindé sur K.

e Soit A € #,(K). A est trigonalisable si et seulement si xa est scindé sur K.
En particulier,

e Tout endomorphisme d’un C-espace de dimension finie non nulle est trigonalisable.

e Toute matrice & coefficients dans C est trigonalisable.

Quand on a triangulé et donc écrit A sous la forme A = PTP~!, on retrouve sur la diagonale de T la famille des valeurs
propres de A.

THEOREME. Soit A € .#,(C). Si Sp(A) = (A1,...,An), alors
vk € N*, Sp (A¥) = (AF,...,A%).

Soit A € GL,,(C). Si Sp(A) = (A1,...,An), alors

Vk € Z, Sp (A*) = (A},...,A¥).
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THEOREME. Soit A € .#(C). Si Sp(A) = (A1,...,An), alors
Vk e N*, Tr (AF) = Ak +... 4k,

Soit A € GL,(C). Si Sp(A) = (A1y...,An), alors

Vk € Z, Tr (A¥) =AF + ...+ K.

Polynémes d’endomorphismes, polynémes de matrices

L’algébre des polyndmes en f (ou en A)

THEOREME.

e Soit E un K-espace vectoriel puis f € Z(E).
Y(P,Q) e (KIX)?, (P+Q)(f) =P(f) + Q(f);
VP € KIX], VA € K, (AP)(f) = AP(f) ;

Y(P,Q) € (KIXI)?, (P x Q)(f) = P(f) o Q(f).

o Soit A € ./ (K).

V(P,Q) e (KIX)?, (P+Q)(A) =P(A) + Q(A);
VP € K[X], VA € K, (AP)(A) =AP(A);
Y(P, Q) € (KIX)?, (P x Q)(A) =P(A) x Q(A).

Par exemple, si P = (X — 1)2(X +2) + 3X — 1, alors P(f) = (f — IdE)2 o (f+2Idg) + 3f — Idg.

THEOREME.

e Soit f € Z(E). KI[f] est une sous-algébre commutative de l'algébre (Z(E),+,.,0). De plus, l'application
e : KIX] — £(E) est un morphisme d’algébres.
P —  P(f)

e Soit A € #(K). K[A] est une sous-algébre commutative de D'algébre (.#y(K),+,., X). De plus, 'application
oa : KX] — . #n(K) est un morphisme d’algébres.
P = P(A)

THEOREME. Deux polynoémes en f commutent.

Commutant d’un endomorphisme ou d’une matrice

THEOREME.
e Soit E un K-espace vectoriel puis f € Z(E). C(f) est une sous-algébre de I'algébre (Z(E), +,.,0).
e Soit A € .#,(K). C(A) est une sous-algébre de 1’algébre (., (K),+, ., x).

THEOREME.
e Soit E un K-espace vectoriel puis f € .Z(E). K[f] est une sous-algébre commutative de I’algébre (C(f),+,.,0).
e Soit A € 4, (K). K[A] est une sous-algébre commutative de lalgébre (C(A), +, ., x).

Polynémes annulateurs d’un endomorphisme (ou d’une matrice)

THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel puis f € Z(E). L’ensemble des polynomes P € K[X] tels que P(f) = 0 est un idéal de
Ianneau (K[X], +, x).

e Soit A € 4 (K). L’ensemble des polynémes P € K[X] tels que P(A) = 0 est un idéal de I'anneau (K[X], +, x).

Polynéme minimal d’un endomorphisme (ou d’une matrice)

THEOREME.

e Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie puis f € .Z(E). Il existe au moins un polyndéme non nul P tel que
P(f) =0.

e Soit A € . (K). 1l existe au moins un polynéme non nul P tel que P(A) = 0.
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THEOREME.

e Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie puis f € .Z(E). Il existe un polynéme unitaire Py et un seul tel que
Ker (@) = Py x K[X].
e Soit A € . (K). Il existe un polynéme unitaire Py et un seul tel que

Ker((pA) =Po x K[X]

Polyn6me minimal et polynéme caractéristique d’un endomorphisme induit

THEOREME.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie puis f € .Z(E). Soient F un sous-espace vectoriel de E stable par f
puis fr ’endomorphisme de F induit par f. Alors

® X, divise X ;

o ng. divise pr.

Le théoréme de CAYLEY-HAMILTON

THEOREME. (théoréme de CAYLEY-HAMILTON)

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f € Z(E). Alors x¢(f) = 0.

e Soit A € 4 (K). Alors xa(A) =0.

ou aussi

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f € Z(E). Alors p¢ divise Xs.

e Soit A € 4, (K). Alors na divise xa.

Polyn6mes annulateurs et valeurs propres

THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel puis f € Z(E). Soient x € E et A € K tels que f(x) = Ax. Alors, pour tout P € K[X],
P(f)(x) = P(A\)x.

e Soit A € .4, (K). Soient X € .4, (K) et A € K tels que AX = AX. Alors, pour tout P € K[X], P(A)X = P(A)X.

THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel puis f € .Z(E). Soit P € K[X] un polynéme annulateur de f. Alors, pour toute valeur
propre A de f, on a P(A) =0.

e Soit A € . (K). Soit P € K[X] un polynéme annulateur de A. Alors, pour toute valeur propre A de A, on a P(A) = 0.

On retiendra

les valeurs propres d’un endomorphisme ou d’une matrice sont a choisir parmi les racines d’un polynéme
annulateur.
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THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f € .Z(E). On suppose que Xs est scindé sur K et
s’écrit donc

P
xe = (xX=2a)*

i=1
ou les A; sont les valeurs propres deux a deux distinctes de f et les i sont des entiers naturels non nuls. Alors
s’écrit

ot pour tout 1 € [1,p], 1 < Bi < oy
e Soit A € .#,(K). On suppose que xa est scindé sur K et s’écrit donc

P
XA = H (X—=A)™

i=1
ou les Ay sont les valeurs propres deux a deux distinctes de A et les oy sont des entiers naturels non nuls. Alors pa
s’écrit

ou pour tout i € [1,p], 1 < i < .

Le théoréme de décomposition des noyaux

THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel puis f € Z(E). Soient P et Q deux polyndémes premiers entre eux.
Ker ((P x Q)(f)) = Ker(P(f)) @ Ker(Q(f)).
e Soit A € . (K). Soient P et Q deux polynémes premiers entre eux.

Ker ((P x Q)(A)) =Ker(P(A)) @ Ker(Q(A)).
Plus généralement,

e Soient E un K-espace vectoriel puis f € .Z(E). Soient Pq, ... ,Py des polynomes deux a deux premiers entre eux.
Ker ((P1 x ... x P)(f)) =Ker (P(f)) @...® Ker(Px(f)).
e Soit A € 4 (K). Soient Py, ... Py des polynomes deux a deux premiers entre eux.

Ker ((P1 x ... x Pr)(A)) =Ker (P1(A)) @ ... D Ker(Pr(A)).

THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel puis f € Z(E). Soient Py, ... Py des polynomes deux a deux premiers entre eux
puis P = Py x ... x Px. On suppose de plus que P est annulateur de f.

E =Ker (P1(f)) @ ... D Ker(Py(f)).

e Soit A € #,,(K). Soient Py, ... ,Px des polyndmes deux 4 deux premiers entre eux puis P =P; x ... X Px. On
suppose de plus que P est annulateur de A.

M1 (K) =Ker (P1(A)) & ... & Ker(Py(A)).
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Une caractérisation de la diagonalisabilité

THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f € Z(E).
f est diagonalisable si et seulement si il existe un polynéme P non nul, scindé sur K & racines simples tel que P(f) = 0.

e Soit A € 4 (K).
A est diagonalisable si et seulement si il existe un polyndéme P non nul, scindé sur K a racines simples tel que P(A) = 0.

ou aussi

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f € Z(E).
f est diagonalisable si et seulement si s est scindé sur K & racines simples.

e Soit A € 4y (K).
A est diagonalisable si et seulement si il existe pa est scindé sur K & racines simples.

On résume les différentes conditions nécessaires et suffisantes ou simplement suffisantes de diagonalisabilité ou de tri-
gonalisabilité pour un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Dans ce qui suit, n est la
dimension de E, les oy sont les ordres de multiplicité des valeurs propres et les ny sont les dimensions des sous-espaces
propres associés.

f est diagonalisable & il existe une base Z de E constituée de vecteurs propres de f
& il existe une base de E telle que Mat(f) est diagonale
& E est somme directe des sous-espaces propres de

P
&Sn= Z ny
i=1
& xr est scindé sur K et Vi € [1,p], i = o
& il existe un polynéme P non nul, scindé sur K, a racines simples tel que P(f) =0

& s est scindé sur K a racines simples
& f a n valeurs propres simples ou encore X est scindé sur K a racines simples

D’autre part,

f est trigonalisable & x¢ est scindé sur K.
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